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A geometriai gondolkodas szintjeinek feltérképezése a van Hiele-elmélet
segitségével

Bevezetés

Szerte a vildgban szdmos kutatds sziletett és sziletik, amelyek feltérképezik a kdzépiskola-egyetem
atmenet nehézségeit. Sokan dolgoznak azon, miként lehetne ezt a szakadékot kdnnyebben
athidalhatéva tenni, csokkentve ezdltal a lemorzsolddast, amely kiilonésen a STEM teriileteken magas
még azokban az orszagokban is, ahol valamiféle felvételi eljarast kovet6en kerlilnek a didkok a
valasztott szakra.

A magyar fels6oktatasban matematikabdl jellemz6 gyakorlat, hogy az els6éves hallgatdknak
dolgozatot kell irniuk, amellyel ellenérzik, hogy rendelkeznek-e a tanulmanyok megkezdéséhez
szlikséges ismeretekkel. A toébbnyire az elsé héten megirt dolgozat adott szinten valé teljesitése tobb
szakon a kalkulus targy elvégzésének szlikséges feltétele. Sikertelen dolgozat esetén tobb felsGoktatasi
intézményben a hallgatdk szdmara felzdrkdzasi lehetGséget biztositanak a kdzépiskolai ismereteket
felelevenitd kurzussal. Ez mindenképpen hasznos, noha nem kénny( a diaknak azzal szembesiilni, hogy
még el sem kezd6do6tt igazdn a szemeszter, mar kudarcot vallott. Vannak olyan egyetemek is, ahol ilyen
mérésre nem keril sor. Ebben az esetben megvan a veszélye annak, hogy a tobbnyire a szemeszter
kozepén esedékes els6 zarthelyi elérkezésekor a didk lemaraddsa a kezdeti feltételek elégtelensége
miatt mdr olyan tetemes, hogy boritékolhaté a sikertelenség.

A probléma Eurépa mads orszagaiban is ismeretes, Braun és munkatdrsai egy lehetséges megoldast
ismertetnek[1]. Jelen munka egy mdsik, ugyancsak hasznos gyakorlatot ismertet, amely egy bemeneti
teszttel segiti az els6éves hallgaték matematikai gondolkodasanak feltérképezését.

Milyen tesztet érdemes végezni? Ha az adott szak nem kdvetel meg emelt szintl érettségit, akkor a
bemend teszt sem haladhatja meg a kozépszint ismeretanyagat. De vajon az ismeretek mérése
elegend6-e? Bizonyos rutin eljdrasok meglétének ellenérzése egy-egy bemend teszten abban
mindenképpen segitséglinkre lehet, hogy a legproblémasabb eseteket kisz(rjik. Az ilyen mérések
azonban nem adnak felvildgositast arrél, hogy a begyakorolt eljarasokon tul a didk birtokdban van-e
egy olyan matematikai érettségi szintnek, ami lehet6vé teszi szamdra az egyetemi axiomatikus
felépitésl anyag megértését, az ott szerzett ismeretek szaktargyakban valé alkalmazasat. Azonban van
mod arra, hogy megvizsgdljuk, milyen gondolkodasi szinten vannak didkjaink, hogy ldssuk, a
matematikai gondolkodas folyamatanak mely allomasanal jarnak és hogy az adott allapotbdl van-e
lehet6ség az egyetemi tananyag elsajatitdsara vagy el6szor a megfelel6 szint elérését kell
megvaldsitani. Egy ilyen mérés arrdl is tajékoztat, honnan kell tovabb vinni a hallgatdkat, hasznos
informacidkat nyerhetilink a fejlesztést, felzarkdztatast illetéen.

Mivel a geometriai és a logikus, elemz8 gondolkodas erds kapcsolatot mutatnak, érdemes egy a
nemzetkozi gyakorlatban is elterjedt van Hiele-elméleten alapulé tesztet alkalmazni. Ennek
segitségével valaszt kaptunk kutatasunk f6 kérdésére, hogy a Budapesti Corvinus Egyetem elsGéves
emberi eréforras szakos hallgatoéi a fels6fokld tanulmanyaik sikeres teljesitéséhez sziikséges megértési
szinten vannak-e.

Dina van Hiele-Geldof és Pierre van Hiele az 1950-es években dolgoztak ki a geometria megértésének
szintjeit. Bruner elmélete szerint minden életszakasznak megvannak a fejlédési szintjei ([2], [3], [4]).
Ezek a szintek egymasra épiilnek, egy didk nem juthat el egy fels6bb szintre az 6sszes korabbi szint
birtokldsa nélkil. Ez egy olyan szempont, amire mind a felzarkéztatdsnal, mind pedig a tananyag
felépitésénél tekintettel kell lenniink.
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Az eredményes tanitas szikséges feltétele, hogy ismerjik azt, milyen szinten vannak a didkjaink és
igyekezzlink 6ket minél magasabb szintre juttatni. A kiilonb6z6 megértési szinten |évé didkok nehezen
vagy egyaltalan nem értik meg egymast, nem képesek elfogadni a masik szinten lévé tarsuk érveléseit.
Egy alsdbb szinten 1évd didk foloslegesnek gondolhatja a fols6bb szinten 1évé indokldsat, mert nem érzi
szlikségesnek, hogy allitasait kilon aldtdmassza, szamdra azok teljesek. Ezzel szemben a f6lsébb
szinten 1évé nem tekinti teljes értékd indoklasnak az alsébb szint( altal adott magyardzatot. A
tanuldcsoportok, egyetemi tankorok kialakitasakor jo, ha figyelembe vesszik ezt. Azon ismeretek
birtokdban, hogy ki milyen gondolkodasi szinten van, kdnnyebben valdsithatunk meg differencialt
oktatast is.

Adat és mddszer

A holland didaktikus hazaspar a matematikan belil a geometria megértésének szintjeit dolgozta ki
részletesebben. Az elmélet allitasainak igazolasara késébb tobb tanulmany is szliletett ([5], [6], [7], [8]).
Az 1980-as években sziiletett meg a legismertebb teszt, amely ezeket a szinteket hivatott mérni és a
kozoktatas szerkezete miatt a magyar hallgaték mérésére jol alkalmazhatd, ezért mi is ezt hasznaltuk

([8]).

Az Usiskin-féle feladatsor 25 kérdésbdl all, 5 egymasra épilé kompetencidt mér és minden
kompetenciat 5 kérdés hivatott mérni. A kérdések tesztfeladatok, 6t vélaszlehetGségh6l pontosan egy
helyes. Eletkortdl, iskolai végzettségtdl figgetleniil 35 perc all rendelkezésre a megolddshoz. A teszt
eredménye alapjan a kitolt6 vagy besorolhatdé valamelyik van Hiele szintbe, vagy lehet nem
besorolhatd is. A besorolhaték szintje 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 lehet, 0 jelenti a kompetenciadk teljes hidnyat,
5 pedig a legmagasabb szint(i kompetencia meglétét.

A szintek a kévetkezé képességet birtokldsdt jelentik:

1. szint: A személy képes alakzatok felismerésére. Az alakzatot megjelenése alapjan érzékeli. Részleteit,
tulajdonsagait nem képes megfigyelni; enélkiil az Osszefliggések megértésére még nem képes.
Példaul felismeri, hogy az alakzat négyzet, de annak téglalap voltat nem képes megallapitani.

2. szint: A személy az alakzatokat mar annak tulajdonsagaival képes azonositani. Példaul tudja, hogy
egy négyszog, amelynek szogei derékszogek, téglalap, azonban még nincs olyan mértékd tudas
birtokdban, hogy a téglalapok és négyzetek halmaza kdzotti relaciét megértse.

3. szint: A személy az alakzatokat annak definicidjaval azonositja, ezaltal képessé valik példaul annak
felismerésére, hogy a négyzet egyben téglalap is. Ezenfelll megért egyszer(ibb bizonyitdsokat, képes
érvelni, bizonyitasi [épést elvégezni.

4. szint: A személy ismeri az axiomarendszer jelentését, az axiomak és az allitasok, definicidk kozotti
kilonbséget, de nem feltétlen tudja visszavezetni bizonyitdsat axidmakra. Le tud vezetni allitasokat,
de ,nyilvanvaldonak tling” allitdsokat nem érzi, hogy bizonyitania kellene. Példaul ha egy egyenesre
merdleges egyenesre merdGleges egy harmadik egyenes, akkor els6 és harmadik egyenes
parhuzamossagat bizonyitds nélkil nyilvanvaldnak érzi. Sziikségtelennek latja a kovetkezmények
igazoldsat is.

5. szint: A személy absztrakt gondolkodasra képes. Képes a leggyakrabban hasznaltan tul mas
axiomarendszerrel is dolgozni, igy példaul képes nem euklideszi geometriat hasznalni. Ezt a szint a
legmagasabb a van Hiele-rendszerben, altaldban csak kivételes tehetségli személyek képesek elérni
(kozépiskolaban: tobbnyire speciadlis matematika tagozatra jardk, felsGoktatasban: matematikai,
m{szaki hallgaték).

A teszt roviditett leirdasa a [8] forras alapjan késziilt, illetve a szintek teljes meghatarozasai is
elolvashatok itt.

A van Hiele-elmélet szerint csak akkor tudhatja magdénak valaki egy adott szinthez tartozd
kompetenciat, ha birtokdban van a szintet megel6z6 6sszes kompetencidnak is. Példaul, ha valaki a
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teszt soran teljesitette az 1-es, 2-es, 3-as és 4-es szintekhez tartozo kritériumot, akkor az 6 szintje 4-
es, viszont, ha valaki teljesitette az 1-es, 2-es és 4-es szintekhez tartozé kritériumot, de a 3-as szinthez
tartozét nem, akkor 6 nem sorolhatd egyik szinthez sem, mert a négyes szinthez teljesitenie kellett
volna a hdrmas szintet is (annyit azonban elmondhatunk réla, hogy a van Hiele szintje eléri a kettSt). A
tovabbiakban az ilyen nem besorolhaté személyekre a ,,not fit” kifejezéssel hivatkozunk.

A teszt kiértékelése kétféleképpen torténhet: az egyik szerint akkor van birtokdaban a kit6lté egy
szinthez tartozd kompetencianak, ha az adott kompetencidra vonatkozé 5 feladatbdl legaldbb harmat
old meg helyesen (tovabbiakban megengedd van Hiele), a masik mddszer esetén ez a szam 4
(tovabbiakban szigoru van Hiele).

A Nemzeti Alaptanterv (NAT) altal meghatdrozott fejlédési folyamat joI megfeleltetheté a van Hiele-
elméletben definialt gondolkodasi szinteknek. Ez lehet6vé teszi a van Hiele-tipusu tesztek alkalmazasat
a magyar koz- és felsGoktatasban tanuld diakok esetén. Az elsd szint a 4. osztalyos, a masodik szint a
6. osztalyos, a harmadik szint a 8. osztalyos, a negyedik szint (a bizonyitas szintje) pedig a 12. osztalyos
kovetelményrendszernek felel meg. Azt mondhatjuk tehat, hogy az dltalanos iskolat elvégezve a
harmadik, kdzépiskola végére pedig a negyedik van Hiele szintre kellene eljutniuk a tanuldknak a NAT
elGirdsai szerint. Ez elméletileg 6sszhangban van a felsGoktatds igényeivel. Kutatdsunkban valaszt
adunk arra, hogy teljestil-e ez a gyakorlatban is.

A teszt Usiskin-féle verzidja elektronikus formdaban, az EduBase online oktatdsi portal hasznalataval
kerllt megirasra. A tesztet 98 elsGéves, emberi er6forras szakos hallgaté toltotte ki, kozilik 76 ng, 22
férfi volt. Ok egy jellemz&en magas felvételi ponthatarokkal (400 feletti) rendelkezd egyetem elsGéves
hallgatéi voltak. A vizsgalt szakon a felvételi ponthatar meghaladja a 430 pontot, ami magasnak szamit
a magyar, maximum 500 pontos felvételi rendszerben. A hallgatdknak csak egy csekély hanyada
érettségizett emelt szinten matematikabdl, tobben azonban jartak matematika fakultaciéra, tehat 11.
és 12. osztalyban heti 6t draban tanultdk a matematikat. A fakultaciora jarok megismerkedhettek a
differencidl- és integrdlszamitds alapjaival, szdmukra az els6 féléves egyetemi matematika tananyag
nagyon sok ismerGs elemet tartalmaz. A matematikat kdzépszinten tanuldk azonban nincsenek kdnnyd
helyzetben az egyetemen, mert nagyon gyorsan nagyon sok uj fogalommal kell megismerkedniiik és
azokat a szakmai targyakban biztonsaggal hasznalniuk.

Eredmények

A 98 kitolt6 eredményeinek megoszlasa megengedd értékeléssel az 1. tablazatban lathatd, mig a
szigoru értékeléssel kapott eredményeket a 2. tablazat mutatja.

1. tablazat: Megengedd van Hiele eredmények

Van Hiele szint Résztvevlk szama
5 17
4 15
3 25
2 7
1 0
0 0
not fit 34
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2.Tablazat: Szigoru van Hiele eredmények

Van Hiele szint Résztvevlk szama
5 3
4 3
3 29
2 14
1 11
0 1
not fit 34

A két kiilonb6z6 szamitassal kapott eredmények atlaga és szdrdsa a 3. tdblazatban taldlhaté.

3. tablazat: Az eredmények kiértékelése

Megengedd van Hiele|Szigoru van Hiele

Atlag

3,656

2,508

Szoras

0,996

1,059

Az eredményekbdl az latszik, hogy a megengedd és szigoru kiértékeléssel is sok kitolté a nem
besorolhatd (,,not fit”) kategdriaba kerilt. Sok tanulmanyban az ilyen eredményt elér6 személyeket is
beosztjdk valamelyik szintre. Ezt Ugy teszik, hogy veszik a kitolt6 altal sikeresen teljesitett van Hiele
szintek azon legb6vebb halmazat, ami alapjan mar besorolhaté. Példaul az 1, 2, 4 szinteket sikeresen
teljesitd, alapesetben nem besorolhaté személy van Hiele szintje az el6bb leirtak alapjan 2, mivel a 4-
es szintet elhagyva az 1, 2 szintek teljesitését kapjuk, ami mar az eredeti definicié alapjan 2-es van Hiele
szintnek felel meg. Vannak olyan tanulmanyok, amik ilyen esetben azt mondjak, a kitolt6 legalabb 2.
szinten van. Ezt a fajta csoportositast mi is elvégeztiik, igy eredményeinket maddunk lesz
Osszehasonlitani ezen kutatasok eredményeivel is. Ennek a beosztdsnak az eredménye megengedd

értékeléssel a 4. tablazatban, szigoru értékeléssel az 5. tablazatban lathato.

4. tablazat: Megengedd Van Hiele eredmények

Van Hiele szint

Résztvevik szama

5

17

15

44

8

13

O|lRr[|INIW|PH

1

5. tablazat: Szigoru van Hiele eredmények

Van Hiele szint

Résztvevik szama

5

3

4

43

16

24

O|lRr[INIW|H

8

A két kiilonb6z6 szamitassal kapott — minden kitoltét besorold — eredmények atlaga és szérasa a 6.

tablazatban talalhaté.
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6. tablazat: Az eredmények kiértékelése
Megengedd Van Hiele szint [Szigoru Van Hiele szint

Atlag 3,122 2,204
Szoras 1,246 1,192

A van Hiele-teszt eredményei mellett az EduBase rendszerének kdszonhetben a kitoltés idejét is mérni
tudjuk. Az egyes feladatokra adott valaszok szdzalékos megoszldsat a 7. tablazat tartalmazza.

7. tablazat: a van Hiele-teszt eredményeinek feladatonkénti megoszlasa és a feladatonkénti idék

Sorszam | Avalasz | Bvalasz | Cvalasz | Dvalasz | Evalasz Nincs valasz Atlagos id6
1 0,00% 86,14% 0,00% 12,87% 0,00% 0,99% 0:00:18
2 0,00% 0,99% 1,98% 96,04% 0,00% 0,99% 0:00:19
3 0,99% 0,99% 94,06% 0,99% 1,98% 0,99% 0:00:18
4 1,98% 82,18% 1,98% 8,91% 3,96% 0,99% 0:00:28
5 1,98% 3,96% 12,87% 0,00% 80,20% 0,99% 0:00:28
6 4,95% 80,20% 9,91% 4,95% 0,00% 0,99% 0:01:11
7 6,93% 0,99% 5,94% 3,96% 81,19% 0,99% 0:00:56
8 71,29% 4,95% 5,94% 0,99% 15,84% 0,99% 0:00:55
9 1,98% 0,99% 90,10% 1,98% 3,96% 0,99% 0:00:40
10 8,91% 3,96% 11,88% 58,42% 15,84% 0,99% 0:01:45
11 0,00% 0,00% 93,07% 0,00% 5,94% 0,99% 0:00:45
12 1,98% 76,24% 8,91% 4,95% 6,93% 0,99% 0:01:15
13 83,17% 0,00% 0,00% 0,99% 14,85% 0,99% 0:00:19
14 55,45% 12,87% 6,93% 1,98% 21,78% 0,99% 0:00:48
15 5,94% 64,36% 5,94% 9,90% 12,87% 0,99% 0:01:18
16 7,92% 6,93% 53,47% 17,82% 11,88% 1,98% 0:01:54
17 13,86% 10,89% 42,57% 17,82% 13,86% 0,99% 0:01:13
18 9,90% 8,91% 3,96% 73,27% 2,97% 0,99% 0:01:26
19 38,61% 23,76% 17,82% 16,83% 1,98% 0,99% 0:01:00
20 22,77% 1,98% 8,91% 48,51% 16,83% 0,99% 0:02:15
21 6,93% 78,22% 8,91% 1,98% 1,98% 1,98% 0:01:37
22 22,77% 11,88% 3,96% 25,74% 33,66% 1,98% 0:01:27
23 38,61% 8,91% 7,92% 35,64% 7,92% 0,99% 0:01:13
24 10,89% 24,75% 10,89% 43,56% 8,91% 0,99% 0:01:06
25 4,95% 37,62% 2,97% 44,55% 8,91% 0,99% 0:01:18

Diszkusszid

Magyarorszagon Szabd Csaba és munkatarsai foglalkoztak legszélesebb korben a geometria megértés
szintjeinek vizsgalatdval a kozoktatasban tanuldk esetén ([9]). Megyeri Krisztina a Dr. Ambédkar Iskola
didkjainak gondolkodasi szintjét elemezte. Herendiné Kdnya Eszter a tanitdjeloltek geometria
gondolkodasi szintjeit elemezte a van Hiele-teszt segitségével ([10]). Szabd és munkatarsai egy még
nem publikalt kutatds keretei kozott az EOtvOos Lorand Tudomanyegyetem matematika szakos
hallgatdit is tesztelték, mig mi a gazdasagi képzésben tanuld hallgaték geometriai gondolkodasi szintjét
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igyekeztlink feltérképezni. Minden hazai vizsgalat megallapitja, hogy a didkok geometriai megértési
szintje nem a NAT elvarasainak megfelel6en alakul.

A gazdasagi képzési terlleten Magyarorszagon még nem végeztek méréseket és a nemzetkozi
szakirodalomban sem talaltunk ilyen kutatast, igy munkank hidnypétlé. A kapott eredmények jobbak
a tébbi hazai mérésnél, viszont még a megengedd kiértékelési mdédszerrel sem éri el a hallgatdk atlaga
a negyedik szintet, annak ellenére, hogy a kdzépiskolai tananyag erre a szintre készit/készitene fel,
illetve, hogy az erre a szakra felvett hallgatdok a felvételi pontok alapjan a jobb képességliek kozé
sorolhatok. Bar sokan vannak koztik, akik elfogadhatd (négyes, 6t6s) szinten teljesitettek, a magas
szbéras azonban azt is jelenti, hogy sok gyenge eredmény is szliletett. Az ilyen hallgatdk szdmara gondot
jelent a kalkulus targy teljesitése, legfeljebb csak megtanuljak, de nem értik a matematikat haszndalé targyak
Osszefliggéseit, magasabb lemorzsolddas varhatdé a teszten ndluk jobban teljesit6 tarsaikhoz képest.

A vizsgalt hallgatok feltételezhetGen az atlagnal jobbak, ezért az 6sszes magyarorszagi hallgatdra vett
atlag valészinlleg még alacsonyabb lenne. Ezen hipotézisiink alatdmasztdsdra érdemes
eredményeinket a Students’ non-development in high school geometry [9] kutatds 12. osztdlyos
tanuldkra vonatkozd eredményeivel 6sszevetni. Szabd és munkatarsai 6t kiilonb6z6 magyarorszagi
kozoktatasi intézményben (amelyek k6zott mlvészeti gimndzium is volt) nézték a geometriai megértés
szintjeit, minden iskoldban tobb évfolyamon. A tesztek eredményét a miénkkel azonos mddon
értékelték ki (a ndlunk megengedd naluk ,weak”, a ndlunk szigoru naluk ,,strong” elnevezést kapta). A
nem besorolhatd kategdriat a szerz6k nem alakitottak ki, mindenkit besoroltak valamelyik szintre,
ugyanugy, ahogy mi is megtettiik a kompatibilitds érdekében (4., 5., 6. tablazat).

12. évfolyamon az altaluk kapott eredmények a megengedd értékeléssel a 8. tablazatban, a szigoru
értékeléssel a 9. tablazatban lathatdk. Az A, B, C, D, E betlk az ot kozépiskolat jelolik, azok
megnevezése nélkil.

8. tablazat: Megengedd van Hiele eredmények

A B (0 D E Osszesen
Atlag 2,47 2,75 2,89 1,00 1,17 2,04
Sz0ras 1,04 1,42 0,60 1,95 1,11 1,34
Résztvevik 23 12 9 15 12 71
szama
9. tablazat: Szigoru van Hiele eredmények
A B C D E Osszesen
Atlag 0,70 1,75 2,11 0,87 1,00 1,14
Sz0ras 1,02 1,36 1,05 1,19 1,04 1,21
Résztvevik 23 12 9 15 12 71
szama
Konkluzié

Nagyobb hangsulyt kell fektetni a kozépiskolai tanuldk geometriai gondolkodasanak fejlesztésére,
mert sokan elmaradnak a NAT-ban kit(izott céloktdl, aminek kdvetkezményeként érettségit kovetGen
sem érik el a fels6oktatasban megkivant szintet. FGleg a matematikaval kiemelten foglalkozé szakokat
(matematikus, mérnok, gazdasagi) valaszto didkok szamdra fontos a kompetenciafejlesztés.
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